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Resumo 

Neste trabalho tentamos mostrar de uma maneira clara e simples as ideias fun- 
damentals da Teoria de Renormalizagao. Neste intuito usamos dots problemas hem 
conhecidos dos alunos de graduagdo de Ciencias Exatas, os cdlculos do potencial 
escalar eletrico e vetorial magnetico de um fio infinito de carga e corrente eletrica, 
respectivamente. Ainda, diferentes metodos de regularizagao sao usados (cut-off, 
dimensional e fungao zeta) e o aparecimento do pardmetro de escala e discutido. 
Palavra chave: renormalizagao, regularizagao e pardmetro de escala. 



Abstract 

In this work we attempt to show in a clear and simple manner the fundamental 
ideas of the Renormalization Theory. With that intention we use two well-known 
problems of the Physic and Engeneering undergraduate students, the calculation of 
the electrostatic and vector potential of a infinite line charge density and current, 
respectively. We still employ different regularization methods (cut-off, dimensional 
and zeta function) and the arising of the scale parameter is consider. 
Keywords: renormalization, regularization and scale parameter. 
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1 Introducao 



Nos dias atuais a Teoria Quantica de Campos e largamente empregada em diversas 
da fisica, tais COIXIO, clltclS energias, mecanica estatfstica, materia condensada, etc. 
Sendo a Teoria Quantica de Campos fundamentalmente de aspectos perturbativos, ela 
sofre de pesados problemas de divergencias. O tratamento destas divergencias tem sido 
um enorme desafio para os fisicos. A natureza matematica do problema e bem conhecida. 
Divergencias ocorrem nos calculos perturbativos porque duas distribuigoes nao podem ser 
multiplicadas em um mesmo ponto. Varios metodos tem sido propostos para solucionar 
este problema. Entretanto somente e possivel eliminar estes infinitos de uma maneira 
fisica e consistente por absorve-los nos parametros livres da teoria (massa e constante de 
acoplamento) . 

O procedimento usual para sanar o problema das divergencias e empregar um metodo 
de regularizagao (cut-off, dimensional, zeta, etc ), tornando a teoria finita atraves do uso 
de um regulador (parametro de regularizagao) a fim de isolar as divergencias e, entao, 
restabelecer a teoria original com a eliminagao do regulador usando uma prescrigao de 
renormalizagao, subtragao dos polos ou adigao de contra-termos. 

De maneira geral o entendimento do procedimento de renormalizagao empregado fica 
prejudicado devido a complexidade da Teoria Quantica de Campos. A fim de contornar 
esta dificuldade, vamos tratar aqui de dois problemas simples e bem conhecidos por qual- 
quer aluno de graduagao em fisica e possivelmente dos demais cursos da area de Ciencias 
Exatas. 

Os problemas aos quais nos referimos e o da determinagao do potencial escalar eletrico 
e do potencial vetor magnetico de um fio infinito de carga e de corrente, respectivamente. 
Tais problemas, de um modo geral parecem ambiguos para os alunos, pois escondido neles 
existe um procedimento de renormalizagao, como apontou Hans em seu artigo [1]. Uma 
maneira encontrada para se evitar diretamente as divergencias nos calculos dos potenciais, 
e primeiramente determinar os campos eletricos e magnetico e em seguida calcular os 
potenciais escalar eletrico e vetorial magnetico do fio infinito. 

O artigo esta organizado com segue. Na segao-2 tratamos do calculo do potencial 
escalar eletrico de um fio infinito com densidade linear de carga A e do potencial vetor 
magnetico de um fio infinito de corrente constante, que nos conduzira a uma integral 
divergente. Nas seg5es 3, 4 e 5 nos regularizamos a integral divergente obtida na segao 
anterior usando os metodos, cut-off [3], dimensional [4] e fungao zeta [5] respectivamente. 
Na segao-6 usando as prescrigoes de renormalizagao, determinamos os potenciais renor- 
malizados, discutimos o parametro de escala e apresentamos as ideias basicas da Teoria 
de Renormalizagao em Teoria Quantica de Campos. 
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2 Potencial Escalar Eletrico e Potencial Vetor Magnetico 



potencial escalar eletrico $(f) gerado por um no infinite com densidade linear de 
carga A em um ponto qualquer do espago exceto no fio e dado por [2-3] 

^/^ X f°° dz M\ 

onde temos colocado o fio sobre o eixo z e p e a distancia do ponto ao fio, coordenada 
radial cilmdrica. 

— * 

potencial vetor magnetico A{r) produzido por um fio infinite de corrente eletrica 
constante i, e dado por [3] 

IMfl f°° dz f 

47T 7-oo y/z 2 + p 2 

onde temos usando a mesma geometria anterior. 
Uma analise dimensional da integral 

/*°° dz 

que aparece nas equagoes dos potenciais, mostra que ela e adimensional e portanto sofre 
de uma divergencia logaritmica. 

Assim, vemos que para estes dois problemas simples devemos empregar um procedi- 
mento de renormalizagao a fim de obtermos os potenciais renormalizados, isto e, "obser- 
vados" (a diferenga de potencial entre dois pontos, pois ele e uma grandeza relativa e nao 
absoluta). 

A fim de tornar a teoria finita e assim manuzeavel, devemos empregar um metodo 
de regularizagao. Isto vai nos permitir separarmos a parte finita da divergente. Porem, 
a teoria fica dependente de um parametro de regularizagao e uma prescrigao de renor- 
malizagao devera se empregada para restabelecermos a teoria original. Vamos utilizar 
diferentes metodos de regularizagao e mostrar que, embora cada um fornega um resul- 
tado diferente, a teoria final, isto e, renormalizada (fisica) e independente do metodo de 
regularizagao usado. 



3 Cut-off 

Esse metodo de regularizagao se baseia no emprego de um corte nos limites da integral, 
isto e, trocamos o limite infinite por um valor finite A (parametro regularizador) . 

Com a inclusao do corte tornamos a teoria finita, porem dependente de A. Portanto, 
para restabelecermos a teoria original, devemos ao final tomar o limite com A tendendo 
a infinite. 
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Na integral da eq. (3) vamos introduzir urn corte 




o \fz 2 + p 2 ' 



A dz 



(4) 



Uma vez que tomaremos o limite, e conveniente obtermos o resultado da integral da 



para considerarmos os casos em que z < p e z > p. Realizando as expansoes em serie de 
Taylor dos integrandos da eq. (5) e depois integrando termo a termo obtemos 



onde C e uma constante. 

Podemos observar que quando tentamos restabelecer a teoria original, ou seja, tomamos 
o limite de A tendento a infinite, presenciamos uma divergencia logaritmica, como ja es- 
peravamos. 

4 Regularizacao Dimensional 

Este metodo de regularizagao consiste em modificar a dimensao da integral atraves 
de uma continuagao analitica de forma a torna-la finita. Consegue-se isto trocando a 
dimensao do diferenciando por uma outra complexa, atraves da inclusao de um parametro 
regularizador complexo, u 



eq.(4) em potencias de A e de ^ de forma a permitir a separagao do(s) polo(s) da parte 
finita. Vamos dividir a integral da eq. (4) em duas partes 







(6) 



A integral (7) agora e finita e pode ser realizada usando a relagao [4] 



I™ (k 2 + a 2 ) a d m k 




m \ 



= IT 2 



obtendo 



I{p,uj) = n 2 r 
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Para separarmos a parte finita da divergente quando to vai a zero, vamos fazer uma 
expansao em potencias de uj da eq.(9), para isto usamos para <C 1 as seguintes relag5es 





-I 






= 1 


- — i] 



2 

onde 7 e o numero de Euler. Entao temos 



,- 2 

I(p,Uj) = 7T~% 



onde temos incluido um parametro de escala p com dimensao de comprimento, a fim de 
tornar o logaritmando adimensional. 

5 Regularizagao por Fungao Zeta 

A fungao zeta generalizada associada a um operador M, e definida como 

Cm( S ) = EV, (7) 

i 

onde A,, sao os auto-valores do operador M e s um parametro complexo 
Definimos, para o nosso caso, a fungao zeta como 



oo \p 2 p 1 V U 



C(* + 1/2) = /_ 
e a integral (3) fica 

J(p,s) = C(a + l/2). 

O parametro de escala /i, com dimensao de comprimento foi incluido para tornar a fungao 
zeta admensional para todo s. 
Usando a relagao (8) obtemos 



C(s + l/2) = v^F- 



m ( P 



2 \ ~ s 



r( s + i/2) \p\ 

que com a aproximagao 

2v r( s -i/2)~ 7' 
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para \s\ <C 1, temos 



C( S + l/2) 



2s(s- 1/2)' 



A continuagao analitica para s igual a zero da eq.(18) e obtida multiplicando a equagao 
por s e em seguida derivando em s = [5]. Assim 

S(fO = — — Inf^V 

V ; 2tt£ 2tt£ W 

l(f) = ^-^lnW fc. 
w 2tt 2tt V/i/ 

6 Condigoes de Renormalizagao 

Como podemos observar os potenciais obtidos atraves dos resultados dados pelas 
eq.(6) e (12) sao ainda divergentes, portanto, devemos lancar mao de uma prescrigao de 
renormalizagao a fim de eliminar a parte divergente (polo). 

Como prescrigao de renormalizagao usaremos a condigao fisica, de que os potenciais 
nao sao grandezas absolutas e sim relativas, isto e, somente diferengas de potenciais podem 
ser observadas. Assim, usando as eq.(6) e (12) obtemos 

= 111 (7) 

e 

A(r)-A(r ) = ^ In ^ jfe 
Agora tomando o potencial nulo no ponto de referenda fo, temos 

Note que o ponto de referenda tq e completamente arbitrario. 

Embora os resultados obtidos nas eq.(19) e (20) sejam finitos, eles ainda nao repre- 
sentam os resultados fisicos, pois nao sabemos se o que retiramos da parte divergente foi 
mais que o necessario. Uma renormalizagao finita deve ser realizada para que os potenciais 
obtidos sejam aqueles que representem a fisica do problema. 

Novamente usando a diferenga de potencial como condigao de renormalizagao, obtemos 
das eq.(19) e (20) os mesmos resultados obtidos nas eq.(23) e (24) 
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E importante comentarmos a presenca do parametro de escala /i nas eq.(12), (19) e 
(20). 

A prescrigao de renormalizagao usada aqui fornece imediatamente o resultado fisico, 
isto e, o potencial no ponto f medido em relagao aquele medido no ponto de referenda 
r\). Se desejassemos como primeira etapa obter um resultado finito para as eq.(6) e (12) 
poderiamos usar como prescrigao a subtragao do termo divergente (polo). Na eq.(6) a flm 
de separarmos a parte divergente da finita devemos multiplicar e dividir o logaritimando 
por um parametro arbitrario finito, o parametro de escala fi. 



J( P)/ i,A) = C- 



+ o 



i 

A2 



Agora usando como prescrigao a subtragao do polo, obtemos, para o cut-off 




e para a dimensional 



$(f) = ^lnW+ 7 



2-KEt) \ U 2-KEr 



Entao, notamos que no caso da regularizagao dimensional e zeta, esta separagao ja foi 
realizada de alguma forma escondida dentro dos procedimento usados. 

Uma maneira mais elegante e formal de introduzimos o parametro de escalar e fazendo 
com que a integral inicial (3) seja adimensional, isto e, 



r d M 



E desta forma tornando a eq.(7) adimensional para qualquer uj. 

E claro que a continuagao analitica usada no metodo da fungao zeta e a prescrigao de 
renormalizagao necessaria para se obter o resultado finito e e equivalente a subtragao do 
polo. Isso flea claro se tivessemos realizado a expansao em serie de Laurent da eq.(18) 



/(P,*) = — +ln(f )+0( a ), 
onde a_i e o residuo. 

Note que os resultados das eq.(19),(26) e (27) diferem por uma constante e sao depen- 
dentes do parametro de escala. Como ja dissemos, embora os resultados destas equag5es 
sejam finitos eles ainda nao representam a fisica da teoria. Isto e obvio, pois, nao pode- 
mos ter os resultados fisicos (observados) dependentes do metodo de regularizagao. Uma 
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renormalizagao finita deve ser feita para ajustar os potenciais obtidos aqueles observa- 
dos (diferengas). Esta condicao de renormalizagao nos permite escrever os potenciais 
em fungao daqueles observados em urn determinado ponto. Ela tambem permite que o 
parametro de escala seja escrito em fungao do ponto de referencia po- E claro que o ponto 
de referencia e arbitrario e portanto tambem o parametro de escala. 

Agora estamos aptos a sintetizar como funciona a renormalizagao. Os potenciais dados 
pelas eq.(6), (12) e (19), nao sao aqueles fisicos (observaveis) sendo ate mesmo divergentes. 
Para torna-los aqueles observados devemos ajusta-los. Assim, medimos (na verdade aqui 
definimos um valor qualquer, em geral zero) o potencial em um ponto de referential qual- 
quer r~o que no caso da Teoria Quantica de Campos e chamado ponto de renormalizagao 
ou subtragao. Por nm escrevemos o potencial fisico (observado) como fungao daquele mo- 
dido no ponto de referencia (ponto de renormalizagao). Este procedimento entao absorve 
a divergencia do potencial original nao fisico. 

Em resumo: 

i) Potencial original nao fisico 

<S> i {f)=D + C + Q F (f), (8) 

onde Deo termo divergente separado por um metodo qualquer de regularizagao, e C e 
uma constante que depende do metodo de regularizagao e $ir(r) e o potencial. 

ii) Potencial medido no ponto de referencia (renormalizagao) 

$o = D + C + $ F (f ). (9) 

Neste caso para <3> e determinado um valor arbitrario e nao realmente medido 
Agora escrevemos 

D + C = $ -<Mro) (10) 

e substituindo na eq.(31), flea 

$ R (r) = $(f) - $(ro) + $ , (11) 

onde $i?(r) e o potencial renormalizado. 

Note que mesmo no caso de um metodo de regularizagao que fornega um resultado 
fmito, ainda temos de ajustar este resultado aquele fisico. 

Finalmente, podemos analizar como funciona a renormalizagao na Teoria Quantica de 
Campos. A teoria original depende de alguns parametros em geral divergentes, tais como 
m e A. Tais parametro nao representam a massa (m) e a constante de acoplamento A 
observados da teoria e sim sao ajustando atraves das condigoes de renormalizagao a estas 
quantidades fisicas renormalizadas, medidas em caso de teorias realistas, ou definidas no 
caso de teorias nao realistas, em um determinado ponto, chamado ponto de renormalizagao 
ou subtragao. Este ponto, pode ser o quadri-momento da teoria ou um determinado estado 
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do sistema, em geral o de menor energia, ou estado de vacuo, embora qualquer ponto seja 
tao bom quanto outro, isto e, o ponto de renormalizagao e arbitrario. 

Escrevendo agora a teoria original em fungao nao mais dos parametros originais m e 
A e sim das quantidades fisicas renormalizadas ("observadas") rriR e \r, as divergencias 
sao absorvidas de forma semelhante ao que ocorreu com o potencial. 

Uma maneira alternativa usada e tomar os parametros m e A da teoria original como 
sendo realmente aquele observados (renormalizados) e absorver as divergencias da teoria 
em contra-termos 5m e 5\ inclmdos na teoria. Tais contra-termos, e claro, devem ser de 
termos de mesma potencia nos campos que aqueles de m e A. Entao, usando as condigSes 
de renormalizagao os contra-termos sao determinados de forma a anular as divergencias 
e fornecer a fisica da teoria. 

7 Conclusao 

Atraves de um exemplo simples do calculo dos potenciais escalar e vetorial de um 
no infinito de carga e de corrente, respectivamente, podemos apresentar as divergencias 
que sofrem algumas teorias, os metodos usados para lidar com estas divergencias (separa- 
los da parte finita) e o procedimento usado para tornar tais teorias em teorias fisicas 
(renormalizagao) . 
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